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ΜΑΘΗΜΑ   16                      

1.4 – 1.5     ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ  ox ∈∈∈∈ℝℝℝℝ  
                      Η έννοια του ορίου 
                      Όριο ταυτοτικής – σταθερής συνάρτησης 

                      Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΟΡΙΩΝ 
                      Όριο και διάταξη 
                      Όρια και πράξεις 
                      Κριτήριο παρεµβολής 
                      Τριγωνοµετρικά όρια 
                      Όριο σύνθετης συνάρτησης 
                      Θεωρία – Σχόλια – Ασκήσεις                   

 
 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Ορισµός 

( )
x x

ο

lim f x = 
→

ℓ      σηµαίνει ότι               

οι τιµές  ( )f x   της συνάρτησης  f   προσεγγίζουν όλο και περισσότερο τον πραγµατικό 

αριθµό  ℓ ,  καθώς    ox x→  

∗     Μπορεί και να είναι   ( )f x  = ℓ  

 
 
2. 
Ορισµός 

+x xo

lim
→

( )f x = ℓ    σηµαίνει ότι               

οι τιµές  ( )f x   της συνάρτησης  f   προσεγγίζουν όλο και περισσότερο τον πραγµατικό 

αριθµό  ℓ ,  καθώς    +
οx x→  

∗     Μπορεί και να είναι   ( )f x  = ℓ  
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3. 
Ορισµός 

x xo

lim
−→

( )f x = ℓ    σηµαίνει ότι               

οι τιµές  ( )f x   της συνάρτησης  f   προσεγγίζουν όλο και περισσότερο τον πραγµατικό 

αριθµό  ℓ ,  καθώς    οx x−→  

∗     Μπορεί και να είναι   ( )f x  = ℓ  

 
 
4. 
Θεώρηµα 
Ισχύει η ισοδυναµία : 

+x xo

lim
→

( )f x = ℓ   και  
x xo

lim
−→

( )f x = ℓ    ⇔⇔⇔⇔    ( )
x x

ο

lim f x  = 
→

ℓ  

 

5. 
Άµεσες συνέπειες του ορισµού 
•     ( )

x x
ο

lim f x  = 
→

ℓ   ⇔    ( )( )
x x

ο

lim f x 0
→

− =ℓ  

•     ( )
x x

ο

lim f x  = 
→

ℓ   ⇔    ( )oh 0
lim f x + h
→

= ℓ . 

•     
x xo

lim c
→

= c             

•     
x xo

lim x
→

= xo 

 
 
6. 
Το πρόσηµο του ορίου συµπεραίνει το πρόσηµο της συνάρτησης 
•   ( )

x xo

lim f x
→

 > 0    ⇒⇒⇒⇒    ( )f x  > 0    κοντά στο  
ο

x  

•   ( )
x xo

lim f x
→

 < 0    ⇒⇒⇒⇒    ( )f x  < 0    κοντά στο  
ο

x  

 
 
7. 
Από ανισότητα  συναρτήσεων σε ανισότητα  ορίων 
( ) ( )f x   g x≤   κοντά στο 

ο
x   και υπάρχουν τα  ( )

x xo

lim f x
→

,  ( )
x xo

lim g x
→

  ⇒⇒⇒⇒  

                                    ( )
x xo

lim f x
→

≤  ( )
x xo

lim g x
→
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8. 
Πράξεις  
•     ( ) ( )( )

x xo

lim f x  + g x
→

 =  ( )
x xo

lim f x
→

+ ( )
x xo

lim g x
→

 

•     ( )( )
x xo

lim κf x
→

 =  κ ( )
x xo

lim f x
→

,    κ ℝ∈∈∈∈  

•     ( ) ( )( )
x xo

lim f x g x
→

⋅  =  ( )
x xo

lim f x
→

⋅ ( )
x xo

lim g x
→

 

•     
x xo
lim
→

( )
( )

f x

g x
 = 

( )

( )
x xo

x xo

lim f x

lim g x

→

→

 ,          εφόσον  ( )
x xo

lim g x
→

≠ 0 

•     
x xo
lim
→

( )f x  = ( )
x xo

lim f x
→

 

•     
x xo
lim
→

( )κ f x  = ( )
o

κ
x x
lim f x
→

 

•     
x xo
lim
→

( )
ν

f x    =  ( )
ν

x xo
lim f x
→

 
  

 

 
 
9. 
Όριο  πολυωνυµικής    

x xo
lim
→

Ρ(x) = Ρ(
ο

x ) 

 
 
10. 
Όριο  ρητής 

x xo
lim
→

( )
( )

P x

Q x
 = o

o

P(x )

Q(x )
  ,           εφόσον  Q(xο ) ≠ 0  

 
11. 
Κριτήριο παρεµβολής 

( ) ( ) ( )h x f x g x≤ ≤   κοντά στο  
ο

x    και 
x xo
lim
→

( )h x =
x xo
lim
→

( )g x =ℓ     ⇒  

                                                            
x xo
lim
→

( )f x =ℓ  

 
12. 
Χρήσιµες ανισότητες 
•    x xηµ ≤    για κάθε  x∈ℝ  

•    x xηµ <    για κάθε  
*

x∈ℝ  
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xx
x0 + δx0x0 - δ

13. 
Τριγωνοµετρικά όρια 
 
•     

x xo
lim ηµx
→

= ηµxo                   

•     
x xo
lim συνx
→

= συνxo      

•     
x 0

x
lim 1

x→

ηµ
=      

•    
x 0
lim
→

x 1
x

συν −                  

 
 
14.  
Όριο σύνθετης συνάρτησης 

( )( ) ( )
o ox x u u

lim f g x lim f u
→ →

= ,     όπου  ( )u = g x   και  o x xo
u lim g(x)

→
=  

 
 
 

ΣΧΟΛΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΙ 

1. 
Το  σύµβολο    ox x→→→→  

 
 
 

οx x→     σηµαίνει ότι :   •   Το  x   προσεγγίζει τον  
ο

x   όλο και περισσότερο  χωρίς 

                                               να το φθάνει. 

                                         •    Η απόσταση του  x   από το 
ο

x   όλο και µικραίνει  χωρίς  

                                               να µηδενίζεται. 
                                         •    Η απόσταση   0x x−    γίνεται µικρότερη από  

                                               οποιονδήποτε  θετικό αριθµό. 
                                         •    Είναι    0 < 

ο
x x−  < δ         για κάθε  θετικό αριθµό  δ 

                                                           – δ < x – 
ο

x < δ         

                                                           
ο

x – δ < x < 
ο

x + δ    
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x
x0 + δx0

x0x0 - δ

x

2. 
Το σύµβολο   +

ox x→→→→     

 
 
 

+
ox x→     σηµαίνει ότι :   ox x→    µε   ox > x   (από δεξιά) 

                                         ∆ηλαδή είναι    0 < x – 
ο

x < δ     για κάθε  θετικό αριθµό  δ 

                                                                  
ο

x < x < 
ο

x + δ    

 
3. 
Το σύµβολο   ox x−−−−→→→→     

 
 
 

ox x−→      σηµαίνει ότι  :   ox x→    µε   οx < x    (από αριστερά) 

                                            ∆ηλαδή  είναι   – δ < x – 
ο

x < 0    για κάθε  θετικό αριθµό  δ 

                                                                     
ο

x – δ < x  < 
ο

x      
 
4. 
Στη γραφή     (((( ))))

οx x
lim f x
→→→→

 

•      Ο  
ο

x   µπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισµού της  f , µπορεί και όχι. 

•      Μπορεί να είναι     
x xο
lim
→

( )f x  =  ( )οf x     µπορεί  και όχι 

 

5. 
Η µοναδικότητα του ορίου 
Όταν υπάρχει το όριο της  ( )f x   στο  

ο
x ,   είναι µοναδικό. 

 
 
6. 
Άµεση συνέπεια 
Αν  

+x xo

lim
→

( )f x ≠  
x xo

lim
−→

( )f x   τότε δεν υπάρχει το  
x xο
lim
→

( )f x  
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7. 
∆ιευκρίνιση 
Είναι γνωστό ότι,  αν   ( )

x xo

lim f x
→

= ℓ   τότε   
x xο
lim
→

( )f x = ℓ    όχι αντίστροφα. 

Το αντίστροφο ισχύει µόνο όταν ℓ = 0 :     
x xο
lim
→

( )f x = 0   ⇔   
x xο
lim
→

( )f x 0= . 

 

8. 
Από πρόσηµο συνάρτησης σε πρόσηµο ορίου 
( )f x  < 0   κοντά στο  

ο
x   και υπάρχει το  

x xο
lim
→

( )f x    ⇒⇒⇒⇒    
x xο
lim
→

( )f x ≤ 0. 

 

9. 
Το κριτήριο  παρεµβολής 
• Ισχύει και µε γνήσιες ανισότητες 
• Συµπεραίνει την ύπαρξη του ορίου και τον υπολογισµό του. 
 
 
10. 
Συµπλήρωµα τριγωνοµετρικών ορίων 

•      
x 0
lim
→

x
x

εϕ
 =  1       Απόδειξη :     

x 0
lim
→

x
x

εϕ
 = 

x 0
lim
→

x
x x
ηµ
συν

  

                                                                            = 
x 0
lim
→

x
x

ηµ
x 0
lim
→

1
xσυν

  

                                                                            = 1 1
0

⋅
συν

 =  1 

•     
x 0
lim
→

x
xεϕ

 = 1       Απόδειξη :     
x 0
lim
→

x
xεϕ

 = 
x 0
lim
→

1
x

x
εϕ

  

                                                                            = 

x 0

1
x

lim
x→

εϕ
 =  1

1
 = 1 

•    
x 0
lim
→

x
xηµ

 = 1       Απόδειξη :     
x 0
lim
→

x
xηµ

 = 
x 0
lim
→

1
x

x
ηµ

  

                                                                            = 

x 0

1
x

lim
x→

ηµ
 =  1

1
 = 1 

 
11. 
Στις ασκήσεις  
Να θέτουµε όπου  x  το  

ο
x   για να βρίσκουµε το είδος της απροσδιοριστίας 
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12. 
Παρατήρηση 
Για την ώρα,  η απροσδιοριστία θα είναι της µορφής   0

0
   και θα αίρεται  µε 

παραγοντοποίηση  ή  µε συζυγή παράσταση  ή  µε τριγωνοµετρικά όρια. 
 
 
 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ      

Χωρίς απροσδιοριστία       

1.  

Να βρείτε το    
x 2
lim
→

3

2

x 1

x 5

−

−
   

Προτεινόµενη λύση 

x 2
lim
→

3

2

x 1

x 5

−

−
 = 

3

2

2 1

2 5

−

−
 =  

8 1

4 5

−
−

 =  – 7 

 
 
2.  

Να βρείτε το    
x 1
lim
→

 
x 2 x 1

x 3

+ − +
+

 

Προτεινόµενη λύση 

x 1
lim
→

 
x 2 x 1

x 3

+ − +
+

 = 
1 2 1 1

1 3

+ − +
+

 = 
3 2

4

−
 

 
 
3.  

Να βρείτε το    
x 3
lim
→

 
x 2 2x 1

x 3

− + −

+
 

Προτεινόµενη λύση 

x 3
lim
→

 
x 2 2x 1

x 3

− + −

+
 = 

3 2 2 3 1

3 3

− + ⋅ −

+
 = 

1 6 1

6

+ −
 = 1 
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Απροσδιοριστία σε ρητή       

4.  

Να βρείτε το   
x 1
lim
→

 2
1 2

x 1 x 1
 − − − 

 

Προτεινόµενη λύση  

x 1
lim
→

 2
1 2

x 1 x 1
 − − − 

 = 1
1 1−

 – 2
2

1 1−
 = 1

0
 – 2

0
   αδύνατο 

                                 = 
x 1
lim
→

1 2
x 1 (x 1)(x 1)

 − − − + 
  

                                 =  
x 1
lim
→

x 1 2
(x 1)(x 1)

+ −
− +

  

                                 =  
x 1
lim
→

x 1
(x 1)(x 1)

−
− +

 =  
1

lim
x→

1
x 1+

 =  1
1 1+

 = 1
2

 

 
 
5.  

Να βρείτε το   
x 2
lim
→

 
2

1 3

x 2 x x 2
 − − − − 

 

Προτεινόµενη λύση  

x 2
lim
→

 
2

1 3

x 2 x x 2
 − − − − 

 = 1
2 2−

 – 2
3

2 2 2− −
 –  1

0
 – 3

0
   αδύνατο 

                                         =  
x 2
lim
→

 
1 3

x 2 (x 2)(x 1)

 
− − − + 

 

                                         = 
x 2
lim
→

x 1 3
(x 2)(x 1)

+ −
− +

 

                                         = 
x 2
lim
→

x 2
(x 2)(x 1)

−
− +

 

                                         = 
x 2
lim
→

1
x 1+

 = 1
2 1+

 = 1
3
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6.  

∆ίνεται η συνάρτηση    ( )f x = 
x x

x 1

ν µα +β + γ
−

,    όπου  α, β, γ ∈ℝ  µε   

α + β + γ = 0   και   *,ν µ∈ℕ .   Να βρεθεί το   
x 1
lim
→

( )f x . 

Προτεινόµενη λύση 

x 1
lim
→

( )f x  = 
x 1
lim
→

x x

x 1

ν µα +β −α −β
−

 = 
1 1

1 1

ν µα ⋅ +β⋅ −α −β
−

 = 0
0

 

α + β + γ = 0    ⇒      γ = – α – β 

( )f x  =  
x x

x 1

ν µα +β −α −β
−

 

           
(x 1) (x 1)

 
x 1

ν µα − +β −
=

−
 

           
1 2 1 2(x 1)(x x  .  .  .  1) (x 1)(x x   .  .  .  1)

 
x 1

ν− ν− µ− µ−α − + + + +β − + + +
=

−
 

 

           =   1 2 1 2(x x   .  .  .  1) (x x   .  .  .  1)ν− ν− µ− µ−α + + + +β + + +  
 

x 1
lim
→

( )f x  =  1 2 1 2(1 1   .  .  .  1) (1 1   .  .  .  1)ν− ν− µ− µ−α + + + +β + + +  

                   =  αν +βµ  
 
 
Στις απόλυτες τιµές 

7.  

Να βρείτε το   
x 1
lim
→

x 2 2x 1 4
x 1

+ + − −
−

 

Προτεινόµενη λύση 

x 1
lim
→

x 2 2x 1 4
x 1

+ + − −
−

 = 
1 2 2 1 1 4

1 1
+ + ⋅ − −

−
 = 0

0
 

 

x 1
lim
→

 (x + 2) = 1 + 2 = 3 > 0     ⇒     x + 2 > 0     κοντά στο  
ο

x  = 1 

x 1
lim
→

 (2x – 1) = 2 – 1  = 1 > 0  ⇒     2x – 1 > 0    κοντά στο  
ο

x  = 1 

 

x 1
lim
→

x 2 2x 1 4
x 1

+ + − −
−

 = 
x 1
lim
→

x 2 2x 1 4
x 1

+ + − −
−

 

 

                                     = 
x 1
lim
→

3x 3
x 1

−
−

  =  
x 1
lim
→

3(x 1)
x 1

−
−

 =  
x 1
lim
→

3 =  3 

 
 
 
 

Απαλλασσόµαστε από  
τις απόλυτες τιµές 
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8.  

Να βρείτε το   
x 0
lim
→

 

2x x 2   2

x

− + −
        

Προτεινόµενη λύση 

x 0
lim
→

 

2x x 2   2

x

− + −
 = 

20 0 2   2

0

− + −
 = 0

0
 

 

x 0
lim
→

 (x2 – x + 2) = 2 > 0    ⇒    x2 – x + 2  > 0     κοντά στο  0 

x 0
lim
→

 

2x x 2   2

x

− + −
  =  

x 0
lim
→

 
2x x 2  2

x
− + −

  

                                    =  
x 0
lim
→

 
2x x
x
−

 

 
                                    =  

x 0
lim
→

(x – 1)  = – 1  

 
 
9.  

Αν   
x xο
lim
→

( )f x  = 2   να υπολογίσετε το   
x xο
lim
→

3f (x) f(x) 6

f(x) 2

− −

− −
 

Προτεινόµενη λύση 

x xο
lim
→

( )f x = 2 > 0    ⇒    ( )f x > 0   κοντά στο  
ο

x    ⇒     f(x)−  = f(x)  = ( )f x  

x xο
lim
→

 [ 3f (x) –f (x)]  = 32 – 2 = 6 > 0    ⇒     3f (x) –f (x) > 0    κοντά στο  
ο

x       

                                                                         3f (x) f(x)−  = 3f (x) –f (x) 

 

x xο
lim
→

3f (x) f(x) 6

f(x) 2

− −

− −
  =  

x xο
lim
→

3f (x) f(x) 6
f(x) 2

− −
−

                

                                       =  
x xο
lim
→

2[f(x) 2][f (x) + 2f(x) 3]
f(x) 2

− +
−

 

                                       =  
x xο
lim
→

[ 2f (x) + 2f (x) + 3]  =  22 + 2⋅2 + 3  =  11 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(Horner) 
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10.  

Να βρείτε το όριο της   f (x) = 

2x  + x x + 1

x + 1

−
     στο  

ο
x  = –1 

Προτεινόµενη λύση 

Για κάθε  x  κοντά στο  –1   είναι    f (x) = 
x(x 1) x 1

x 1

+ − +

+
  

 

                                                         f (x) = 
x x 1 x 1

x 1

+ − +

+
    

 

                                                         f (x) = 
( )x 1 x 1

x 1

+ −

+
    

 

x 1
lim

−→−
f (x) = 

x 1
lim

−→−

( )x 1 x 1

x 1

+ −

+
  = 

x 1
lim

−→−

( )(x 1) x 1

x 1

− + −

+
 = 

x 1
lim

−→−
( )1 x−  = 1 –1= 0 

 

x 1
lim

+→−
f (x) = 

x 1
lim

+→−

( )x 1 x 1

x 1

+ −

+
  = 

x 1
lim

+→−

( )(x 1) x 1

x 1

+ −

+
 = 

x 1
lim

+→−
( )x 1−  = 1 –1= 0 

 
Εποµένως   

1
lim
x→−

f (x) = 0 
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11.  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   f (x) = 
x x x x

x 4 2

+ηµ + −ηµ

+ −
   δεν έχει όριο  

στο  
ο

x = 0. 

Προτεινόµενη λύση 

•     Όταν    x∈ 0,  
2
π 

 
 

 

       x > 0   και   ηµx > 0    ⇒    x + ηµx > 0 

       Η  ανίσωση   xηµ < x    γίνεται   ηµx < x    ⇒    0 < x – ηµx 

       Άρα   f (x) = 
x x x x

x 4 2

+ ηµ + −ηµ

+ −
 = 

2x

x 4 2+ −
 =  

2x( x 4 2)

( x 4 2)( x 4 2)

+ +

+ − + +
 

                          =  
2x( x 4 2)

x 4 4
+ +

+ −
 =  2( x 4 2+ + ) 

       Εποµένως   
x 0
lim

+→
f (x) =  2( 0 4 2+ + ) = 8          (1) 

 

•     Όταν    x∈ ,  0
2
π − 

 
 

       x < 0   και   ηµx < 0    ⇒    x + ηµx < 0 

       Η  ανίσωση   xηµ < x    γίνεται   – ηµx < –x    ⇒    x – ηµx < 0 

       Άρα   f (x) = 
x x x x

x 4 2

− −ηµ − +ηµ

+ −
 = 

2x

x 4 2

−

+ −
 =  

2x( x 4 2)

( x 4 2)( x 4 2)

− + +

+ − + +
 

                          =  
2x( x 4 2)

x 4 4
− + +

+ −
 =  –2( x 4 2+ + ) 

       Εποµένως   
x 0
lim

−→
f (x) =  –2( 0 4 2+ + ) = –8          (2) 

Από τις  (1),  (2),  τα πλευρικά όρια στο  
ο

x = 0   είναι διαφορετικά, άρα δεν υπάρχει 

όριο στο  
ο

x = 0. 
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Εύρεση παραµέτρων 

12.  

∆ίνεται η συνάρτηση   f (x) = 
2

2

x x 2
x 1

α +β −
−

,    όπου  α, β∈ℝ .  Αν το όριο της   

f   στο  
ο

x = 1  είναι πραγµατικός αριθµός, να αποδείξετε ότι τα σηµεία   Μ(α, β)   

είναι συνευθειακά. 

Προτεινόµενη λύση 

Έστω   
x 1
lim
→

f (x) = ℓ ∈ℝ  

Κοντά στο   
ο

x = 1   είναι   f (x) = 
2

2

x x 2
x 1

α +β −
−

      ⇒  

                                           f (x)( 2x – 1) = α 2x + βx – 2 
                                           

x 1
lim
→

[ f (x) ( 2x – 1) ] =  
x 1
lim
→

( α 2x + βx – 2) 

                                           
x 1
lim
→

f (x)⋅
x 1
lim
→

( 2x – 1) = α 21 + β1 – 2 

                                           ℓ ⋅0 = α + β – 2  
                                           α + β – 2 = 0 
Άρα τα σηµεία   Μ(α, β)   επαληθεύουν την εξίσωση   x + y – 2 = 0,  που παριστάνει 
ευθεία  ε,  εποµένως  τα σηµεία   Μ∈ε. 
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13.  

Να βρείτε  τα   α, β∈ℝ   ώστε   
x 2
lim
→ 2

x 1 x 3 4
x 3x 2

α − +β − +
− +

 = 6 

Προτεινόµενη λύση 

x→2   ⇒     x > 1   κοντά στο  
ο

x = 2   ⇒    x 1− = x – 1  

x→2   ⇒     x < 3   κοντά στο  
ο

x = 2   ⇒    x 3− = – x + 3 

 

Η υπόθεση γίνεται    
x 2
lim
→ 2

(x 1) ( x 3) 4
x 3x 2

α − +β − + +
− +

 = 6 

                                  
x 2
lim
→

x x 3 4
(x 1)(x 2)

α −α −β + β+
− −

 = 6 

                                  
x 2
lim
→

( )x 3 4
(x 1)(x 2)

α −β −α + β+
− −

 = 6    (1)    

 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f (x) = ( )x 3 4
(x 1)(x 2)

α −β −α + β+
− −

   κοντά στο  
ο

x = 2. 

Τότε   f (x)(x – 1)(x – 2) = (α – β)x – α + 3β + 4            και    
x 2
lim
→

f (x) = 6 

          
2

lim
x→

[ f (x)(x – 1)(x – 2)] = 
x 2
lim
→

[(α – β)x – α + 3β + 4]    

          
x 2
lim
→

f (x)⋅
x 2
lim
→

 (x – 1) ⋅
x 2
lim
→

 (x – 2) = (α – β) ⋅2 – α + 3β + 4   

          6⋅ (2 – 1) ⋅0 = 2α – 2β – α + 3β + 4    ⇒    0 = α + β + 4     ⇒     α = –β – 4   (2)    
 

(1)   ⇒    
x 2
lim
→

( 4 )x 4 3 4
(x 1)(x 2)

−β− −β +β+ + β+
− −

 = 6  

                
x 2
lim
→

( 2 4)x 4 8
(x 1)(x 2)

− β− + β+
− −

 = 6 

                
x 2
lim
→

2( 2)x 4( 2)
(x 1)(x 2)

− β+ + β+
− −

 = 6 

                
x 2
lim
→

2( 2)(x 2)
(x 1)(x 2)

− β+ −
− −

 = 6 

                
x 2
lim
→

2( 2)
x 1

− β+
−

 = 6       

               2( 2)
2 1

− β+
−

 = 6    ⇒     β + 2 = –3    ⇒    β = –5 

(2)   ⇒    α = 5 – 4 = 1  
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Απροσδιοριστία σε άρρητη.           (Παραγοντοποίηση ή συζυγής) 

14.  

Να βρείτε το    
x 1
lim
→

x x

x 1

−
−

 

Προτεινόµενη λύση 

x 1
lim
→

x x

x 1

−
−

  =  
x 1
lim
→

2( x ) x

x 1

−
−

  =  
x 1
lim
→

x ( x 1)

x 1

−
−

  =  
x 1
lim
→

x  = 1 

 
 
 
15.  

Να βρείτε το    
x 2
lim
→

2

2

x 4 x 2

x 2x

− + −

−
 

Προτεινόµενη λύση 

x 2
lim
→

2

2

x 4 x 2

x 2x

− + −

−
  =  

x 2
lim
→

(x 2)(x 2) x 2

x(x 2)

− + + −

−
 

 

                                        =  
x 2
lim
→

x 2 x 2 x 2

x  x 2

− + + −

−
 

 

                                        =  
x 2
lim
→

x 2 1

x  

+ +
  =  

2 2 1

2 

+ +
  =  

3

2 
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16.  

Να βρείτε το    
x 1
lim
→

 
x 1

x 2 x 8

−

+ − +
 

Προτεινόµενη λύση 

x 1
lim
→

x 1

x 2 x 8

−

+ − +
  =  

x 1
lim
→

(x 1)(x 2 x 8)

(x 2 x 8)(x 2 x 8)

− + + +

+ − + + + +
 

                                    =  
x 1
lim
→ 2

(x 1)(x 2 x 8)

(x 2) (x 8)

− + + +

+ − +
 

                                   =  
x 1
lim
→ 2

(x 1)(x 2 x 8)

x 4x 4 x 8

− + + +

+ + − −
  

                                    =  
x 1
lim
→ 2

(x 1)(x 2 x 8)

x 3x 4

− + + +

+ −
  

                                   =  
x 1
lim
→

(x 1)(x 2 x 8)

(x 1)(x 4)

− + + +
− +

   

                                   =  
x 1
lim
→

x 2 x 8

x 4

+ + +
+

  =   
1 2 1 8

1 4

+ + +
+

  =  
6

5
 

 
 
17.  

 Να βρείτε το    
x 2
lim
→

x 4 x 2

x 2

− + +
−

 

Υπόδειξη. 

x 2
lim
→

x 4 x 2

x 2

− + +
−

  =  
x 2
lim
→

(x 4 x 2)(x 4 x 2)

(x 2)(x 4 x 2)

− + + − − +

− − − +
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18.  

Να βρείτε το    
x 1
lim
→

4x 3 x 1

x 1

− + +
−

 

Προτεινόµενη λύση 

Θέτουµε   u = x ,  οπότε    u→1    και   2u = x  
 

x 1
lim
→

4x 3 x 1

x 1

− + +
−

  =  
u 1
lim
→

2

2

4u 3u 1

u 1

− + +

−
  

                                  =  
u 1
lim
→

1
4(u 1)(u )

4
(u 1)(u 1)

− − +

− +
  

                                  =  
u 1
lim
→

4u 1

u 1

− −
+

  =  
4 1 1

1 1

− ⋅ −
+

  =  
5

2
−  

 
 
19.  

Να βρείτε το    
x 1
lim
→

 
ν

x 1

x 1

−

−
,    όπου   *

ν∈ℕ  

Υπόδειξη. 
Θέτουµε   u = ν x ,  οπότε    u→1    και   νu = x 
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20.  
Αν     ( )

x xο
lim g x 2
→

=   και   ( )g x 2≠   κοντά στο  
ο

x ,  να βρείτε  το 

x xο
lim
→

( )
( )

2g x 5 3

g x 2

+ −

−
. 

Προτεινόµενη λύση 

x xο
lim
→

( )
( )

2g x 5 3

g x 2

+ −

−
  =  

x xο
lim
→ [ ]

2 2

2

g (x) 5 3 g (x) 5 3

g(x) 2 g (x) 5 3

   + − + +   
 − + +
 

 

 

                                   =  
x xο
lim
→ [ ]

2

2

g (x) 5 9

g(x) 2 g (x) 5 3

+ −

 − + +
 

 

 

                                   =  
x xο
lim
→ [ ]

2

2

g (x) 4

g(x) 2 g (x) 5 3

−

 − + +
 

 

 

                                   =  
x xο
lim
→ [ ] 2

[g(x) 2][g(x) 2]

g(x) 2 g (x) 5 3

− +

 − + +
 

 

 

                                   =  
x xο
lim
→ 2

g(x) 2

g (x) 5 3

+

 + +
 

  =  
2 2

4 5 3

+
+ +

  =  
4

6
  =  

2

3
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21.  

Να βρείτε το     
x 0
lim
→

2 2

2 2

x

x

+α −α

+β −β
,    όπου   *

α, β +∈ℝ  

Προτεινόµενη λύση 

x 0
lim
→

2 2

2 2

x

x

+α −α

+β −β
  =  

x 0
lim
→

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

[ x ][ x ][ x ]

[ x ][ x ][ x ]

+α −α +α +α +β +β

+β −β +α +α +β +β
 

                                 =  
x 0
lim
→

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

[x ][ x ]

[x ][ x ]

+α −α +β +β

+β −β +α +α
 

                                 =  
x 0
lim
→

2 2 2

2 2 2

x  [ x ]

x  [ x ]

+β +β

+α +α
 

                                 =  
x 0
lim
→

2 2

2 2

x

x

+β +β

+α +α
 = 

2 2

2 2

0

0

+β +β

+α +α
 =  

β+β
α +α

 =  
2
2
β
α

= 
β
α

 

 
 
22.  

Να βρείτε το όριο της   f (x) = 
3

2

x 1

x 1 x 2x 1

+

+ − + +
     στο  

ο
x  = –1 

Προτεινόµενη λύση 

Πρέπει    x + 1 2x 2x 1− + +  ≠ 0 

               x + 1 2(x 1)− +  ≠ 0 

               x + 1 x 1− +  ≠ 0 

              x 1+  ≠  x + 1        ⇔     x + 1 < 0      ⇔       x < –1 

x 1
lim
→−

f (x) = 
x 1
lim

−→−
f (x) =  

x 1
lim

−→−

3x 1

x 1 x 1

+
+ − +

  

                                       = 
x 1
lim

−→−

3x 1

x 1 x 1

+
+ + +

 

                                       = 
x 1
lim

−→−

2(x 1)(x x 1)

2(x 1)

+ − +
+

 

                                       = 
x 1
lim

−→−

2x x 1

2

− +
  =  

2( 1) 1 1

2

− + +
  = 3

2
 

 
 


